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Resumen
Se presenta un procedimiento, debido a Papapetrou, mediante el cual
se pueden generar soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vac´ıo
para espacio-tiempos estacionarios axialmente sime´tricos partiendo de
soluciones de Weyl correspondientes a espacio-tiempos esta´ticos axial-
mente sime´tricos. Con el fin de ilustrar el procedimiento, se presentan
tres ejemplos espec´ıficos, obtenidos tomando soluciones simples de Weyl
conocidas en la literatura como las soluciones de Chazy-Curzon, Zipoy-
Voorhees y Bonnor-Sackfield; sin embargo, las soluciones obtenidas no
son asinto´ticamente planas, lo cual hace que su interpretacio´n f´ısica en
te´rminos de campos gravitacionales producidos por distribuciones finitas
de materia no sea muy clara.
1 Introduccio´n
Un problema de gran importancia en la teor´ıa general de la relatividad es el
de la obtencio´n de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, las cuales
describen el comportamiento del campo gravitacional en concordancia con el
principio de la relatividad; ahora bien, debido a la naturaleza de dichas ecua-
ciones, un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales parciales, la obtencio´n
de soluciones exactas es un problema sorprendentemente complicado, que so´lo
ha sido resuelto en casos simples altamente sime´tricos.
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Un ejemplo de la situacio´n anterior se presenta cuando se consideran espacio-
tiempos esta´ticos con simetr´ıa axial, de modo que la me´trica esta´ caracterizada
por dos funciones que dependen u´nicamente de dos variables, y as´ı las ecua-
ciones de Einstein se reducen a un sistema relativamente simple de resolver,
el cual fue estudiado originalmente por Weyl [2, 3]. Las soluciones obtenidas
en este caso se denominan soluciones de Weyl, y existe en la literatura gran
cantidad de trabajos dedicados a encontrar soluciones particulares de este sis-
tema de ecuaciones (ver, por ejemplo, la referencia [1] para una revisio´n de
la literatura correspondiente). Para este sistema tambie´n es posible encontrar
soluciones generales en diferentes sistemas de coordenadas, como es el caso
considerado en las referencias [4] y [5].
Una situacio´n mas complicada se presenta al considerar espacio-tiempos axial-
mente sime´tricos pero estacionarios, en lugar de esta´ticos. En este caso, la
me´trica esta´ caracterizada por tres funciones dependientes de dos variables,
y as´ı el sistema a resolver presenta una mayor complejidad que en el caso
anterior. Existen numerosos trabajos en la literatura dedicados a estudiar
este sistema de ecuaciones y obtener soluciones particulares. De nuevo, la
referencia [1] presenta una adecuada revisio´n de la literatura correspondiente.
El propo´sito del presente trabajo es presentar un procedimiento, originalmente
desarrollado por Papapetrou [6], mediante el cual se pueden generar soluciones
de las ecuaciones de Einstein en el vac´ıo para espacio-tiempos estacionarios
axialmente sime´tricos partiendo de soluciones de Weyl. El trabajo esta´ or-
ganizado de la siguiente manera: en la seccio´n 2 presentamos el sistema de
ecuaciones de Einstein correspondiente a la situacio´n considerada; luego, en
la siguiente seccio´n presentamos el procedimiento de generacio´n de soluciones
estacionarias a partir de soluciones esta´ticas; con el fin de ilustrar el proce-
dimiento, se presentan en la seccio´n 4 tres ejemplos espec´ıficos de soluciones,
obtenidas tomando soluciones de Weyl simples conocidas en la literatura. Fi-
nalmente, en la seccio´n 5, resumimos los resultados obtenidos.
2 El sistema de ecuaciones de Einstein
Consideremos un espacio-tiempo estacionario axialmente sime´trico, cuyo ele-
mento de l´ınea puede escribirse en la forma de Weyl-Lewis-Papapetrou [1]
ds2 = −f(dt+ ωdϕ)2 + f−1[ρ2dϕ2 + e2γ(dρ2 + dz2)], (2.1)
donde xa = (t, ϕ, ρ, z) son coordenadas cuasi-cil´ındricas y las funciones f , ω y
γ dependen so´lo de las coordenadas ρ y z. La naturaleza cuasi-cil´ındrica [7] de
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las coordenadas significa que ρ = 0 sobre el eje de simetr´ıa y, para z fijo, ρ crece
mono´tonamente al infinito, mientras que z, para ρ fijo, crece mono´tonamente
en el intervalo (−∞,∞). La coordenada ϕ var´ıa en el intervalo usual [0, 2pi).
Las ecuaciones de Einstein en el vac´ıo son equivalentes al sistema de ecuaciones
diferenciales parciales
∇ · [ρ−2f2∇ω] = 0, (2.2a)
f∇2f −∇f · ∇f + ρ−2f4∇ω · ∇ω = 0, (2.2b)
4γ,ρ = ρf−2(f,ρ2 − f,z2)− ρ−1f2(ω,ρ2 − ω,z2), (2.3a)
2γ,ρ = ρf−2f,ρf,z − ρ−1f2ω,ρω,z, (2.3b)
donde
∇ = eˆρ ∂
∂ρ
+
eˆϕ
ρ
∂
∂ϕ
+ eˆz
∂
∂z
es el operador diferencial tridimensional usual en coordenadas cil´ındricas y
{eˆρ, eˆϕ, eˆz} son los vectores unitarios coordenados.
Ahora bien, si ψ es cualquier funcio´n razonable independiente de ϕ, se satisface
la identidad
∇ · (ρ−1eˆϕ ×∇ψ) = 0 ; (2.4)
as´ı entonces, la ecuacio´n (2.2a) puede considerarse como la condicio´n de inte-
grabilidad para la existencia de la funcio´n ψ definida por [8]
ρ−1f2∇ω = eˆϕ ×∇ψ . (2.5)
Puesto que esta relacio´n es equivalente a
f−2∇ψ = −ρ−1eˆϕ ×∇ω , (2.6)
la identidad (2.4) implica la ecuacio´n de campo
∇ · (f−2∇ψ) = 0 (2.7)
para el nuevo potencial ψ.
Reescribiendo entonces el sistema de ecuaciones (2.2a)-(2.3b) en te´rminos del
nuevo potencial ψ, tenemos:
f∇2ψ − 2∇f · ∇ψ = 0, (2.8a)
f∇2f −∇f · ∇f +∇ψ · ∇ψ = 0, (2.8b)
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ω,ρ = ρf−2ψ,z , (2.9a)
ω,z = −ρf−2ψ,ρ , (2.9b)
4γ,ρ = ρf−2[ (f,ρ2 − f,z2) + (ψ,ρ2 − ψ,z2) ] , (2.10a)
2γ,ρ = ρf−2[ f,ρf,z + ψ,ρψ,z ] . (2.10b)
Como se puede verificar fa´cilmente, la condicio´n de integrabilidad del sistema
sobredeterminado de ecuaciones diferenciales (2.9a)-(2.9b) es equivalente a la
ecuacio´n (2.8a), mientras que la condicio´n de integrabilidad del sistema so-
bredeterminado de ecuaciones diferenciales (2.10a)-(2.10b) es equivalente a la
ecuacio´n (2.8b); as´ı entonces, la existencia de soluciones del sistema completo
de ecuaciones diferenciales (2.8a)-(2.10b) esta´ garantizada siempre y cuando
existan soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (2.8a)-(2.8b).
3 El procedimiento de Papapetrou
Un caso particular del sistema de ecuaciones diferenciales anterior ocurre
cuando ω = 0, el cual corresponde al caso de un espacio-tiempo esta´tico axi-
almente sime´trico [1]. Introduciendo una nueva funcio´n U(ρ, z) a trave´s de la
relacio´n f = e2U , las ecuaciones de Einstein toman la forma simple
∇2U = 0 , (3.1a)
γ,ρ = ρ(U,ρ2 − U,z2) , (3.1b)
γ,z = 2ρU,ρU,z, (3.1c)
conocidas como Ecuaciones de Weyl [2, 3], cuya solucio´n general en coor-
denadas esferoidales generalizadas fue estudiada en [5]. Es fa´cil ver que la
condicio´n de integrabilidad del sistema sobredeterminado de ecuaciones difer-
enciales (3.1b)-(3.1c) es equivalente a la ecuacio´n (3.1a), que es la ecuacio´n de
Laplace tridimensional en coordenadas cil´ındricas, cuyas soluciones son ampli-
amente conocidas, lo cual garantiza la existencia de soluciones para el sistema
de ecuaciones de Weyl.
Vamos ahora a presentar un procedimiento debido a Papapetrou [6] mediante
el cual, dada una solucio´n del sistema de ecuaciones de Weyl (3.1a)-(3.1c),
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puede obtenerse una solucio´n del sistema de ecuaciones (2.8a)-(2.10b) para la
me´trica (2.1). Con el fin de simplificar el sistema de ecuaciones a resolver,
supongamos una relacio´n funcional de la forma f = f(ψ), de tal manera que
el sistema de ecuaciones (2.8a)-(2.8b) implica que f = f(ψ) debe satisfacer la
ecuacio´n diferencial ordinaria no lineal
ff ′′ + (f ′)2 + 1 = 0, (3.2)
donde f ′ = df/dψ, cuya solucio´n puede escribirse en la forma
f2(ψ) = k2 − ψ2 , (3.3)
con k una constante positiva arbitraria.
Introduciendo ahora una nueva funcio´n Uw = Uw(ψ) tal que
∇2Uw = 0, (3.4)
puede resolverse fa´cilmente el sistema (2.8a)-(2.8b), obteniendose finalmente
las expresiones
f = k sech kUw , (3.5a)
ψ = k tanh kUw , (3.5b)
que permiten obtener f y ψ en te´rminos de la funcio´n Uw.
Utilizando estas expresiones en los sistemas de ecuaciones (2.9a)-(2.9b) y
(2.10a)-(2.10b), obtenemos
ω,ρ = ρ Uw,z , (3.6a)
ω,z = − ρ Uw,ρ , (3.6b)
4γ,ρ = k2ρ (Uw,ρ2 − Uw,z2) , (3.7a)
2γ,ρ = k2ρ Uw,ρ Uw,z , (3.7b)
completando as´ı la determinacio´n de la me´trica (2.1) en te´rminos de la funcio´n
Uw.
Si definimos ahora la funcio´n γw mediante la relacio´n
γw =
4γ
k2
, (3.8)
es fa´cil ver que γw satisface el sistema de ecuaciones (3.1b)-(3.1c), lo cual
prueba el siguiente resultado:
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Teorema 3.1 Dada una solucio´n {Uw, γw} del sistema de ecuaciones de Weyl
(3.1a)-(3.1c), existe una solucio´n {f , γ, ω} del sistema de ecuaciones de Ein-
stein (2.2a)-(2.3b) definida mediante las relaciones
f = k sech kUw , γ =
k2γw
4
,
donde k es una constante positiva arbitraria y ω es solucio´n del sistema de
ecuaciones (3.6a)-(3.6b).
4 Algunas soluciones simples
Con el fin de obtener soluciones del sistema de ecuaciones de Weyl es u´til ver
que (3.1a) es la ecuacio´n de Laplace en un espacio plano tridimensional, as´ı
que Uw puede considerarse como el potencial gravitacional Newtoniano para
una fuente apropiada con simetr´ıa axial. Ahora bien, habiendo obtenido una
solucio´n Uw de (3.1a), γw puede obtenerse fa´cilmente resolviendo el sistema
de ecuaciones (3.1b)-(3.1c).
Vamos entonces a usar expresiones para el potencial gravitacional newtoniano
correspondiente a distribuciones simples de materia para obtener tres solu-
ciones de Weyl y, a partir de estas, usar el procedimiento de Papapetrou
para generar tres soluciones para espacio-tiempos estacionarios axialmente
sime´tricos de la forma (2.1). Como veremos con los ejemplos considerados,
las soluciones obtenidas no son asinto´ticamente planas, lo cual hace que su
interpretacio´n f´ısica en te´rminos de campos gravitacionales producidos por
distribuciones finitas de materia no sea muy clara.
4.1 Solucio´n tipo Chazy-Curzon
El potencial newtoniano ma´s simple que podemos considerar es el debido a
una masa puntual m localizada en el origen, el cual en coordenadas cil´ındricas
puede escribirse como:
Uw = − m√
ρ2 + z2
, (4.1)
de modo que la solucio´n correspondiente para la funcio´n γw esta´ dada por
γw = − m
2ρ2
2(ρ2 + z2)2
. (4.2)
La solucio´n de Weyl correspondiente a este par de funciones {Uw, γw} fue
obtenida independientemente por Chazy y Curzon en 1924 [9, 10].
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La solucio´n anterior es asinto´ticamente plana [1], como se puede ver fa´cilmente
si se escribe en te´rminos de las variables (R, θ) definidas por
ρ = R cosθ , z = R senθ ,
y se toma el l´ımite cuando R→∞, obteniendo la expresio´n
ds2∞ = −dt2 + ρ2dϕ2 + dρ2 + dz2 , (4.3)
la cual es la me´trica de Minkowski en coordenadas cil´ındricas; sin embargo,
lim
R→0
Uw = lim
R→0
γw = − ∞ ,
as´ı que la solucio´n presenta una singularidad puntual en el origen.
Mediante el teorema de la seccio´n anterior, obtenemos una solucio´n del sistema
de ecuaciones de Einstein (2.2a)-(2.3b) definida como
f = k sech
{
km√
ρ2 + z2
}
, (4.4a)
γ = − k
2m2ρ2
8(ρ2 + z2)2
, (4.4b)
ω = b− mz√
ρ2 + z2
, (4.4c)
donde b es una constante de integracio´n arbitraria. La solucio´n no es asinto´-
ticamente plana, puesto que cuando R→∞ tenemos
ds2∞ = −k(dt+ ωdϕ)2 + k−1(ρ2dϕ2 + dρ2 + dz2) ,
y presenta tambie´n la misma singularidad puntual de la solucio´n de Chazy-
Curzon original.
4.2 Solucio´n tipo Zipoy-Voorhees
Una segunda solucio´n de Weyl puede obtenerse considerando el potencial gra-
vitacional de una barra delgada de longitud 2a situada en el eje z con extremos
en z = a y z = −a, y puede escribirse como
Uw =
µ
2
ln
[
x− 1
x+ 1
]
, (4.5a)
γw =
µ2
2
ln
[
x2 − 1
x2 − y2
]
, (4.5b)
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donde µ es una constante positiva y (x, y) son las coordenadas esferoidales
prolatas, relacionadas con las coordenadas cil´ındricas mediante la relacio´n
ρ2 = a2(x2 − 1)(1− y2) , z = axy ,
con x ≥ 1 y −1 ≤ y ≤ 1.
Esta solucio´n, obtenida por Zipoy [11] y Voorhees [12] y conocida tambie´n
como la solucio´n µ de Weyl [2, 3], es asinto´ticamente plana, como se puede ver
fa´cilmente si se toma el l´ımite cuando x→∞, obteniendo de nuevo la me´trica
de Minkowski (4.3). Igualmente,
lim
x→1
Uw = lim
x→1
γw → −∞ ,
as´ı que la solucio´n presenta una singularidad en el eje z, con extremos en z = a
y z = −a.
La correspondiente solucio´n de Papapetrou, obtenida mediante el teorema de
la seccio´n anterior, esta´ dada por
f =
2k(x2 − 1)kµ/2
(x− 1)kµ + (x+ 1)kµ , (4.6a)
γ =
k2µ2
8
ln
[
x2 − 1
x2 − y2
]
, (4.6b)
ω = aµy + b , (4.6c)
donde b es una constante de integracio´n arbitraria. Como en el caso anterior,
la solucio´n no es asinto´ticamente plana, puesto que cuando x→∞ se obtiene
de nuevo la expresio´n asinto´tica
ds2∞ = −k(dt+ ωdϕ)2 + k−1(ρ2dϕ2 + dρ2 + dz2) .
Igualmente la solucio´n presenta la misma singularidad sobre el eje z de la
solucio´n de Zipoy-Voorhees, como puede verse tomando el l´ımite cuando
x→ 1.
4.3 Solucio´n tipo Bonnor-Sackfield
Finalmente, otra solucio´n de Weyl simple puede obtenerse considerando el
potencial gravitacional de un disco delgado de radio a situado en el plano
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z = 0, y puede escribirse como
Uw = − iµ2 ln
[
x¯− i
x¯+ i
]
, (4.7a)
γw = −µ
2
2
ln
[
x¯2 − 1
x¯2 − y2
]
, (4.7b)
donde µ es una constante positiva y (x¯, y) son las coordenadas esferoidales
oblatas, relacionadas con las coordenadas cil´ındricas mediante la relacio´n
ρ2 = a2(x¯2 + 1)(1− y2) , z = ax¯y .
con x¯ ≥ 0 y −1 ≤ y ≤ 1.
Esta solucio´n fue tambie´n obtenida por Zipoy [11] y Voorhees [12], e inter-
pretada por Bonnor y Sackfield [13] como el campo gravitacional de un disco
relativista. Esta solucio´n tambie´n es asinto´ticamente plana, como se puede ver
fa´cilmente si se toma el l´ımite cuando x¯→∞, obteniendo de nuevo la me´trica
de Minkowski (4.3); por otro lado, la solucio´n es regular cuando x¯ = 0, o sea
sobre el disco de radio a situado en el plano z = 0.
La correspondiente solucio´n de Papapetrou esta´ dada por
f = k sech
{−kµcot−1x¯} , (4.8a)
γ = −k
2µ2
8
ln
[
x¯2 − 1
x¯2 − y2
]
, (4.8b)
ω = aµy + b , (4.8c)
donde de nuevo b es una constante de integracio´n arbitraria. Esta solucio´n
tampoco es asinto´ticamente plana, pues cuando x¯→∞ nuevamente se obtiene
la forma asinto´tica
ds2∞ = −k(dt+ ωdϕ)2 + k−1(ρ2dϕ2 + dρ2 + dz2) ,
y, como la solucio´n de Bonnor-Sackfield original, es regular sobre el disco de
radio a situado en el plano z = 0.
5 Conclusiones
Se presento´ en este trabajo un procedimiento, originalmente desarrollado por
Papapetrou [6], mediante el cual se pueden generar soluciones de las ecua-
ciones de Einstein en el vac´ıo para espacio-tiempos estacionarios axialmente
sime´tricos partiendo de soluciones de Weyl.
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Con el fin de ilustrar el procedimiento, se presentaron tres ejemplos espec´ıficos
de soluciones, obtenidas tomando algunas soluciones simples de Weyl conoci-
das en la literatura como las soluciones de Chazy-Curzon, Zipoy-Voorhees y
Bonnor-Sackfield; sin embargo, las soluciones obtenidas no son asinto´ticamente
planas, lo cual hace que su interpretacio´n f´ısica en te´rminos de campos gravi-
tacionales producidos por distribuciones finitas de materia no sea muy clara.
Como se puede ver de los ejemplos considerados, el procedimiento presentado
es de gran utilidad para generar, de manera relativamente simple, soluciones
estacionarias axialmente sime´tricas de las ecuaciones de Einstein en el vac´ıo,
dada la gran cantidad de soluciones de Weyl disponibles en la literatura.
Ahora bien, un problema igualmente complicado de resolver es el de encontrar
una adecuada interpretacio´n f´ısica de las soluciones obtenidas. Este es un
problema de gran importancia y al cual se dedican gran cantidad de trabajos en
la actualidad. (Ver por ejemplo la referencia [14] para una revisio´n actualizada
de la literatura correspondiente).
Una posible interpretacio´n de las soluciones obtenidas en este trabajo dentro
del contexto de los modelos relativistas de discos, con los cuales se han obtenido
en los u´ltimos an˜os interpretaciones f´ısicas razonables de algunas soluciones
esta´ticas y estacionarias conocidas [15 - 22], esta´ actualmente en consideracio´n.
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